rot: Kapitel, blau: Themen, griin: Begriffe, grau: Kommentare.

Allgemeines

Mitternachtsformel. Fiir a, b, c € R gilt: ax? + bx +c =0 <=

= =bE b2 —4ac

2a
Potenzen und Logarithmen. Fiir a,b,c € R mit a # 0,b,¢c >
0,b,c#1gilt:log.b=a < c?=b < Vb=c.
Nicht vergessen! a? ;= ebn(a),

logc b
logca’

Logarithmusregeln. log, b = log,(n-m) = log, n+log, m,

log, % = log, n—log, m, log, n™ = m-log, n, log_, n = %-Ioga n,
log,1 =0, log,a=1, log,a" = n, log, V/a= %
Bernoulli-Ungleichung. Vn > 0,x > —1: (1 +x)" > 1+ nx.

1. Reelle Zahlen

Obere und untere Schranken. Fiir einen angeordneten Korper
K, X C Kund s € K gilt:

Ve>0:3xeX:s<x<s+e

Vy>s:3IXEX:y>x minX =s] [maxX=s]| [Vy<s:3xeX:y<x]

Pfeile bedeuten A =—- B bzw. AAB = C.
Rechenregeln fiir Suprema.

1. sup(X +Y) = sup(X) + sup(Y)

2. A >0 = sup(AX) = Asup (X)

3. X, Y C[0,00) = sup(X-Y) =sup(X)-sup(Y)
4. X CY = sup(X) <sup(Y)

2. Folgen in R

Beschranktheit. (a,) ist nach oben beschrankt, falls 3C €
R:VnéeN: a, < C, nach unten beschrankt, falls 3C € R: Vn €
N: a, > C und beschrénkt, falls 3C > 0: Vn € N: |a,] < C bzw.
falls nach unten und oben beschrankt.

Grenzwert. (a,) konvergiert gegen a (JLTC a, = a oder a, — a

fir n — oo), falls Ve > 0: 3ng € N: Vn > no: |an—a| < €. Wenn
kein solches a existiert, dann divergiert sie.
Beispiele. Fiir n — oo gilt: n% — 0 (p EN), ﬁ — % x"—0
(0<x<1)und (1+ %)” — e. Es divergiert: (—1)".
Rechenregeln fiir Grenzwerte. Falls lim a, = aund lim b, = b,
n—oo n—o0

dann:
1. lim ay+ by, =a+ b,

n—oo
2. lim ap-by,=a-b,

n—o0

im & — 2
3. nllﬂn;o =3 (falls b # 0),
4. a, < by firalleneN = a< b,
5. EinschlieBungskriterium: a = b und a, < ¢ <
b, fiir fast alle ne€ N = lim ¢, = a.
n—oo

Uneigentliche Konvergenz. Eine divergente Folge (a,) konver-
giert uneigentlich gegen oo (bzw. —o0), falls VK > 0: 3dny €
N:Vn>ng: ap > K (bzw. a, < —K). Notation wie bei Konver-
genz.

n?-1

Beispiele. n?, x" (x > 1) und 2=

gegen co.
Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte. Falls lim b, = oo
n—o0

konvergieren uneigentlich

und lim a, = a, dann:
n—oo
1. aeRU{ooc} = lim a,+ by = o,
n—o0
2. aeRTU{c0} = lim a,- b, = co und
n—oo
aceR U{-o0} = lim a, b, =—o0
n—oo

lim 22 =
n—oo Pn

3. acR =

Bei 3. reicht es, dass (a,) beschrénkt ist.

Monotonie von Folgen. Eine reelle Folge (a,) heit monoton

wachsend, falls Vn € N: as41 > an. Analog monoton fallend fiir

<, streng monoton wachsend fiir > und streng monoton fallend

fir <.

Haufungspunkt.

1. Falls (nk)ken streng monoton wachsend oder fallend, dann
(any Jken Teilfolge von (an)nen

2. Eine Zahl a € R heiBt Haufungspunkt von (a,)sen, wenn 3
Teilfolge (an, )ken von (an)nen, die gegen a konvergiert.

Wichtige Aussagen:

e Bolzano-Weierstrass: (a,) beschrankt = (a,) hat mindes-
tens einen Haufungspunkt,

e (a,) monoton fallend oder wachsend = (a,) hat hochstens
einen Haufungspunkt,

e (ap) konvergent => (a,) hat genau einen Haufungspunkt
(= Grenzwert),

e (ap) uneigentlich Konvergent gegen —oco oder co = (aj)
hat keinen Haufungspunkt.

Limes superior und limes inferior. Falls (a,) nach unten (bzw.

oben) beschrankt ist, ist limsup a, (bzw. liminf a,) sein groBter
n—oo n—oo

(bzw. kleinster) Haufungspunkt.
Eigenschaften. Fiir eine reelle Folge (a,) gilt:

uneigentlich f«
konvergent
gegen —oo

= a|uneigentlich
konvergent
gegen oo

Streng W streng
monoton fallend ~ monoton wachsend

Schwarze Pfeile bedeuten A = B bzw. AAB = C und
rote ~AV =B, d.h. A und B schlieBen sich gegenseitig aus.

3. Folgen in C und R”

Komplexe Zahlen. C = {a+ bi|a, b € R}. Fir z = a+ bi gilt:
e Konjugierte: Z = a — bi.
e Betrag: |z| = Vzz = Va2 + b2
2| _ lal
2z |zo]
e Dreiecksungleichungen: ||z1] — |z|| < |z1 £ 2| < |z1] + |22].
Fiir zz = a1 4+ b1/ und z = a> + boi gilt:
e Addition: z1 + z = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,
e Subtraktion: z; — z = (a1 — a2) + (b1 — b2)i,
e Multiplikation: z; - zo = (3132 — blbz) + (a1 by + azbl)f,
z 2175 ajap+byb biap—aib .
e Division: é = Z;% = ( laéﬂé 2) + ( 1a§+bé 2)/.
Jede komplexe Zahl z = a + bi mit z # 0 lasst sich eindeutig in
die Polarform z = re®’ bringen. Es gilt:
e a=rcos(p),

® |z1 - 2| =|z1] - || und

e b=rsin(p),
e r=+a?+b?und

arccos(a/r) falls b>0
o p=

—arccos(a/r) sonst

Beschranktheit. (z,) = (a, + ib,) ist beschrankt, falls 3C >
0:Vn € N: |z,| < C bzw. falls a, und b, beschrankt sind.
Grenzwert. Die Definition der Eigenschaften konvergent und di-
vergent sind in C identisch wie in R (s. Kapitel 2).
Eigenschaften. Die Eigenschaften konvergent, divergent und be-
schrankt haben dieselben Beziehungen wie bei reellen Folgen (s.
Bild). Die restlichen Eigenschaften konnen fiir Folgen in C oder
" nicht definiert werden.

4. Reihen

Konvergenzkriterien. Sei (a,) eine komplexe (oder reelle) Zah-

lenfolge.

e Nullfolgenkriterium. Es gilt: a, konvergiert nicht gegen Null
= >, ax divergiert.

e Majoranten- und Minorantenkriterium. Sei (b,) eine reelle
Zahlenfolge mit |an| < b, fiir fast alle n € N. Dann gilt:
1. Zz::l by konvergiert = gf’zl ay_konvergiert absolut,
2. 372, ax divergiert = >, by divergiert.

In+1 | existiert und a, # 0

e Quotientenkriterium. Falls lim
n—oo | an

fiir fast alle n € N, dann gilt:
1. a’;—:l| <1 = >}, ax konvergiert absolut,

lim
n—oo

. i1 . .
2. lim ’;—n| >1 = > 2, ax divergiert.

o \Wurzelkriterium. Es gilt:
1. limsup {/las] <1 = 3°32; ax konvergiert absolut,
n—oo

2. limsup {/lan] >1 = 337, ax divergiert.
n—oo
e Leibniz-Kriterium. Falls (a,) reell und monoton fallend, dann
gilt: lim a, =0 = > 32;(—1)*ax konvergiert.
n—oo
Folgende Reihen konvergieren und konnen als Majoranten be-
nutzt werden:
o YR, zZk= i (fur |z] < 1)
o Teleskopreihe: 377 | ﬁ =1

Q,5s>2)

o Y%, & (konvergiert fiir s €
K

P _ ; -

o Exponentialreihe: 377 2 = e” (fir alle z € C)

_pyktl
o Logarithmusreihe: In(1 + x) = > 32, %xk

(=1.1])
Folgende Reihen divergieren und kénnen als Minoranten benutzt
werden:
o 3%, zF (divergiert fiir [z] > 1)
e Harmonische Reihe: 3232, 1 = oo
Potenzreihe. P(z) := > 42, ckz"; ck € C;z € C. Fiir den Kon-

. 1 .
vergenzradius R := ———— gilt:
9 limsup k\/\ckl 9

k—o00

e |z| < R = P(z) konvergiert,

e |z| > R = P(z) divergiert.

Cauchy-Produkt.

1. Fir absolut konvergente, komplexe Reihen > 72, ax und
S0 bic gilt (30520 a) (2%%0 o) = o0 &m it Cm =
3 k=0 akbmk-

2. Fiir Potenzreihen 3" axzX und 3°3°, bezk mit Konver-
genzradien R, und Ry ist (352, anz¥) (302, bkz¥) =
S o CmZ™ Mit ¢m = > p_q akbm_k eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius min {Ra,, Rp}.

Exponentialfunktion. Es gilt exp(x) = ¥ und fur Vz,w € C, x €

R,neN:

o ok

o exp(z) =30 5

o exp(z+ W) = expl2) - exp(w),

o exp(—z) = ﬁ(z), exp(z) # 0 A exp(Z) = exp(z2),

k n+1

o |exp(z) = i, 55| <2 ‘(Zn|+71)r

. nILn;O(l + 2)" = exp(2),

(fir x €

o Iim €L =1, lim x"eX =0, lim < = oo,

x—0 X——00 Xx—00 X
° el% =] em = _1, e?t2m — gz
o e = cos(x) +isin(x), |e¥] = 1.
Trigonometrische Funktionen.

. IX _o—ix 2k+1
o sin(x) = &= — = ch:o(*l)km'

iX | a—ix 2k
o cos(x) i= S = T (— 1)
.__ sin(x)

e tan(x) := o500’
e sin(z 4+ w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w),
e sin(2z) = 2sin(z)ccos(z),
e cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w),

e cos(x) = Re(e™), sin(x) = Im(e™),

e co0s(2z) = cos?(z) —sin’(z),

o sin?(z) +cos?(z) = 1.

Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen.

. oy x2kt1
e arcsin(x) = >3, (k)mv

e arccos(x) = 5 — arcsin(x),

o arctan(x) = S (~ 1)Kot
Hyperbelfunktionen.

e sinh(x) := ex’z‘;X =3, (X;TS‘
o cosh(x) i= £ =57 %
e tanh(x) := z;'l_:(&))

e cosh?(x) = %cosh(x) + 3,
e cosh?(z) —sinh?(z) = 1.
Werte von Sinus und Kosinus

o
3
o
3
R
3

™ ™ 3T
“ 0O 4 5 3% i 4 2 3 2T
- T T T T

sin || 0 \? 1 \/El 0 \{? 1 1‘/§ 0
cos|l1 7 0 — 5 = 1 - 7 0 7 1

1 r r r r r r

sin COs,
0
-1f 1 1 1 1 1 1 ]

-2 - 3{1 -7 - 0 g ™ 3m o

5. Stetigkeit
Defintion. f :

D — Rstetigin c & V(x,) mit Iir’rz)xn =
X
c gilt lim f(x,) = f(c)
x—0

Rechenregeln. D CR;f,g: D — R;f, g stetiginc=1f+g,f-
g, g (g # 0) stetig in ¢

Komposition. D, D' C R, f : D — R stetig in ¢

e y:=f(c)e D' Agstetiginy = (gof): D — Rstetig in ¢
e f,g stetig Af(D) C D' = (gof): D — R stetig
e-0-Charakterisierung. D C R, f : D — R,c € D = f stetig in
ce&Ve>030>0:VxeD:|x—c|<d=|f(x)—f(c)|<e
Zwischenwertsatz. f [a,b] — R stetig = Vy € R mit
min{f(a), f(b)} <y <max{f(a),f(b)}:3Ix€[a, b]: f(x)=y
Satz von Maximum und Minimum. Fiir f : [a,b] — R stetig
gilt: f ist beschrankt und f nimmt in [a, b] Maximum und Mi-
nimum an, d.h. Ixmax, Xmin € [a, b] : F(xmax) = sup{f(x) : x €
[a, B]} A f(Xmin) = inf{f(x) : x € [a, b]}.

Stetigkeit in C und R”. wortlich lbertragbar. D C C bzw. R"
abgeschlossen: Vf stetig : D — C bzw. f : D — R™ beschrankt
und nimmt auf D Maximum und Minimum an

Stetigkeit von Potenzreihen. f(z) = Y 32 czf = f : {z: |z| <
R} — C stetig

6. Differentiation

Definition Ableitung. Fir f : (a,b) — R und ¢ € (a, b) gilt:
/ — im f)=f(c)

f'(c) = lm -

Spezielle Ableitungen.

[fC)][e  x© e¥lIn(x) sin(x) cos(x) tan(x)

lf’(x)HO cx< T e 1 cos(x) —sin(x) m
arcsin(x) arccos(x) arctan(x) arsinh(x) arcosh(x) artanh(x)]
T — 1 T T T T
Vi1-x2 Vi1-x2 1+x2 VX241 Vx2-1 1-x2 ‘

Alternative Darstellung: tan’(x) = 1 + tan(x)?.
Ableitungsregeln.

e Summenregel: (f(x) + g(x)) = f'(x) + ¢'(x).

e Faktorregel: (c- f(x)) = c- f'(x).

e Produktregel: (f(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).

; (0 L F0:900-F()-a' ()
e Quotientenregel: (g(x)> = .

(%)
e Kettenregel: (f(g(x))) = f’(g(X))g' g'(x).



Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitdt. Sei f: A — B eine

beliebige Funktion. Dann gilt:

e f injektiv <= Fiir jedes y € B gibt es hochstens ein x € A
mit f(x) =

e f surjektiv <= Fiir jedes y € B gibt es mindestens ein
x € Amit f(x) =

e f bijektiv <= f injektiv und surjektiv <= Fiir jedesy € B
gibt es genau ein x € A mit f(x) =y <= Es existiert eine
Umkehrfunktion £~ von f.

Fiir A Intervall und f stetig gilt:

e f injektiv <= f streng monoton wachsend oder streng
monoton wachsend.

e f bijektiv = f~! auch stetig.

Fir f differenzierbar und A offenes Intervall gilt:

e f'(x) >0 fir alle x € A <= f monoton wachsend.

e f’(x) >0 fur alle x € A = f strengmonoton wachsend.

e f/(x) <Ofiiralle x € A <= f monoton fallend.

e f’(x) <O fiir alle x € A = f streng monoton fallend.

falls f stetig ist, dann kann man oft die Surjektivitat mit dem

Zwischenwertsatz beweisen

Ableitung von Umkehrfunktionen. Falls f bijektiv und differen-

zierbar, dann gilt: (f71)/(x) = m

7. Anwendungen der Differentialrechnung

Extrempunkte. Fiir : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar
und x € (a, b) gilt:

e f'(x)=0und f"(x) >0 = x ist lokales Minimum,
e Xx ist lokales Minimum = f’(x) =0 und f”"(x) > 0,
e f/(x)=0und f’(x) <0 = x ist lokales Maximum,
e x ist lokales Maximum = f'(x) =0 und f”(x) < 0.
Satz von Rolle. f: [a, b] — R differenzierbar mit f(a) =
= 3¢ € (ab): f'(§)=0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung. f: [a, b] — R differen-
zierbar = 3¢ € (a, b): f(¢) = L=,

Landau-Symbole. Fiir c € RU {—o0, oo} gilt:

e f(x)=o0(g(x)) fir x > c < lim 9 — o,

x—c 9()
o f(x) = O(9(x)) firx — ¢ <= es gibt ein K > 0,
so dass fur jede Folge (x,) — c und fast alle n € N gilt:
[f(xn)| < K- |g(xn)l.

Vielleicht hilfreich (aus Wikipedia) mﬂ%‘ Coo = f(x) =
x—c| 9X)

f(b)

O(g(x)) fir x — c.

Satz von I'Hospital. Seien ¢ € RU{—o0, c0} und f, g: (a, b) = R

stetig differenzierbar mit ¢g’(x) # 0 (Vx € (a, b)) und entweder

I|m f(x) = Xllglcg(x) = 0 oder le f(x) = XI@C g(x) = oo. Falls
!

existiert, dann gilt: lim 28 = |im £

x—c 9(x) X

)
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8. Integration
Wichtige Beziehungen. Fir f: [a, b] — R gilt:

‘f diff'bar = f stetig = f beschrankt = f integrierbar

|

Eigenschaften integrierbarer Funktionen. Fir f,g: [a,b] — R

integrierbar und ¢ € R gilt:

1. Linearitat: fab c-f(x)dx=c- f: f(x) dx,

2. Additivitat: [ F(x) + g(x)dx = [P f(x)dx + [’ g(x)dx,

3. Monotonie: f(x) < g(x) fur alle x € [a,b] ==
S FO)dx < [ g(x) dx

4. Zerlegbarkeit: ¢ € (a,b) — fab f(x)dx =[5 f(x)dx +
be f(x) dx

Mittelwertsatz der Integralrechnung. f: [a, b] — R stetiy —

K elabl: [PF(x)dx=F(E)(b—a).

Stammfunktion F: [a,b] — R heiBt Stammfunktion von

f:la bl > R, falls F = f.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1. F(x)= f: f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

2. Fir jede Stammfunktion F von f gilt: fab f(x)dx =

[FON-s-

Spezielle Stammfunktionen.
[fOO[c x¢ I & In(x)

sin(x) cos(x) |

11. Differentialrechnung in R”

lF(x)ch XCCT In|x| € xIn(x) — x —cos(x) sin(x) ‘

Hier ist F(x) nur eine mogliche Stammfunktion von f(x)!

Integrationsregeln.
o Partielle Integration: [ f(x)-g'(x)dx = f(x)-g(x)— [ f'(x)-

g(x)dx.

e Substitutionssregel. [ f(g(x))-g'(x)dx = [[ f(y) dy}y:g(x).
Rezept 1. Ersetze iiberall g(x) durch y. 2. Schreibe [ ---dx
in f dy um und kiirze alle iibrigen x weg.

Typische Stammfunktlonen

o [FO)-Fx)dx=[[ydy], sy = [%yz]y:f(x) = 1f(x)?,

o SR ax= (1] =iyl = IFCOL

e Fiir Stammfunktionen der Form [ ﬁ dx gilt:
[ dx = cIn|X;b| fallsa=1

(=b)? % falls a # 1.

9. Mehr zu Integralen

Uneigentliche Integrierbarkeit. Seien a, b € R U {—o0, co} mit
a < b. Die Funktion f: / — R heifst uneigentlich integrierbar,
falls
o /=[ab)und [P F(x)dx = lim J7 £(x) dx existiert,

y

e /= (a, b] und fab f(x)dx := Iiin fyb f(x) dx existiert oder
yla
e | = (a,b) und ein ¢ € (a, b) existiert, so dass f in (a, c]|
und [c, b) uneigentlich integrierbar ist. Dann setzt man:
S F()dx = I;?g Sy FOx) dx + Iyl?lﬁ7 J? f(x) dx existiert,
Taylorpolynom und -reihe. Fir n € N ist T,f(x;c) =
K
> heo f k)[(c) (x — c)k das n-te Taylorpolynom von f in ¢ und
Twf(x; c) entsprechend die Taylorreihe von f in c.
Eigenschaften von Taylorpolynomen
Sl ckzk.

o f(x) =322, azk = T.f(x;0)=
Taf(x;¢) = Rpp1(x) mit Rpp1(x) =

o T,(f-g)=Tuyf-Thg.
Satz von Taylor. f(x) —
+1 :
f((nnﬂ))(f) (x—c)"™*! fiir ein € € [c, x].

L [X(x—t)rflrt(t)de =
O((x — ¢)™?1) fiir x — c.

Insbesondere: Ry11(x) =

10. Kurven

Kurven. Fir n € N und ein Intervall / C R ist jede steti-
ge Abbildung v: | — R eine parametrisierte Kurve. Das Bild
{v(t)|t € I} heit Spur von . Fiir y(t) = (v1(t), ..., va(t))
nennt man -y; die i-te Komponentenfunktion von =y.
Man kann «y(t) auch als Spaltenvektor darstellen!
differenzierbare Kurven. Sei /| C R ein Intervall und «y: | — R"
eine Kurven mit stetig differenzierbaren Komponentenfunktionen
Yi,---Yn-
o (t) = (vi(t)..... ~,(t)) heiBt Tangentialvektor oder Ge-
schwindigkeitsvektor.
[/ (t)]|, ist die Geschwindigkeit zur Zeit t.
e < heiRt reguldr an der Stelle t, falls 4/(t) nicht der Null-
verktor ist. In diesem Fall nennt man T,(t) = ol t)H den

Tangentialeinheitsvektor in t.
e Man nennt -y regular, falls sie in jedem t € [ reguldr ist. Sonst
ist sie singular.

Es gilt: [|(x1, )l = \/Xf }

fach ||...|| statt [|...[[,.

Bogenlange. Die Bogenlange einer stiickweise stetig differenzier-

baren Kurve v: [a, b] — R" ist L(y) = f v ()], dt.

Kriimmung. Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Kurve
/ " ! 1"

Y(£) = (x(2), ¥ (1)) ist w(t) = HAOPLIED

@l
mung.

x2. Oft schreibt man ein-

ihre Kriim-

Gradient und Hesse-Matrix. Seien n € N und M C R”" offen.
Fir jede einmal bzw. zweimal stetig differenzierbare Funktion

A1 (x)
f: M — R heit VF(x) bzw. V2f(x) mit Vf(x)=
Bnf (x)
du1f(x) O1nf(x)
V2f(x) = der Gradient bzw. die
Buf(x) -+ Bunf(x)

Hesse-Matrix von f in x € M. Fiir die partiellen Ableitungen

qgilt: 9;;f(x) = 9,9;f(x) = 9;9,f(x)

Mehrdimensionale Extrempunkte. Fiir n € N, M C R”" offen,

f: M — R zweimal stetig differenzierbar und ¢ € M gilt:

e f hat ein lokales Minimum in ¢ = V?2f(c) positiv semide-
finit,

e f hat ein lokales Maximum in ¢ = V?f(c) negativ semi-
definit,

e Vf(c)=0und V?f(c) positiv definit = f hat ein isolier-
tes lokales Minimum in c,

e Vf(c) =0 und V?f(c) negativ definit = f hat ein iso-
liertes lokales Maximum in c,

e Vf(c) = 0 und V?f(c) indefinit = f hat einen Sattel-
punkt in c.

Falls Vf(c) = 0, dann heiBt c kritischer Punkt.

Definitheit von Matrizen.

Fir eine (n x n)-Matrix A heiBt xa(A) = det(A — Al,) das

charakteristische Polynom von A. Die Nullstellen von xa nennt

man Eigenwerte von A. Die Matrix A — A/, ist nichts anderes

als A mit ,,—\" bei jedem Element der Hauptdiagonale. Bei-

<i Z) gilt: xa(A) = det (a 2 dfx) -

(a—X)(d—=X) — bc.

Fir A € R™" gilt:

e A positiv semidefinit <= alle Eigenwerte sind > 0,

e A negativ semidefinit <=- alle Eigenwerte sind <0,

e A positiv definit <= alle Eigenwerte sind > 0,

L]

L]

spiel: Fiir A=

A negativ definit <= alle Eigenwerte sind < 0,
A indefinit <= 3 negative und positive Eigenwerte.

12. Integralrechnung in R”

Zweidimensionale Integrale. Eine Menge der Form N =
{(x.y)eR?|a<x<b,g(x) <y <h(x)} heiRt Normalbe-
reich.
y
E : h(x)
, i 9(x)
a

X
b

Fir N gilt: [, f(x,y)d(x,y) == f: (fg’z(:)) f(x,y) dy) dx.

Man kann x und y vertauschen, d.h. die Skizze an der Haupt-
diagonale spiegeln. Das Ergebnis des Integrals ist das Volumen
eines Korpers mit Grundflache N und Héhe f(x, y).

Satz von Fubini. Fir einen rechteckigen Normalbe-
reich N = [a1, b1] x [a2, bo] gilt: [fy, f(x,y)d(x,y) =
fabll (f:; f(x,y) dy) dx = f;? (f;;l f(x,y) dx) dy.

Die Reihenfolge der Integrale spielt also keine Rolle. Das lasst
sich auf N = [a1, b1] X ... X [an, by] verallgemeinern.

13. Differentialgleichungen

Die allgemeine Lésung (AL) hangt von ¢ € R (Methoden 1-3)
oder c1, 2 € R (Methoden 4-6) ab und ist somit mehrdeutig.

Die spezielle Lésung (SL) ist eindeutig bendtigt y(to) = yo (Me-
thoden 1-3) oder (y(to) = yo und y'(t1) = y1 (Methoden 4-6).
Fur die SL muss man bei Methoden 4-6 ty und t; in AL und
Ableitung der AL einsetzen und ¢; und ¢, bestimmen.
Methode 1 (,, Trennung der Variablen*).

[y =) -9 (1)). ]

Jede AL erfiillt G(y(t)) = F(t) + ¢ fir c € R, wobei F(t) =
J f(t)dt und G(t) = [ =2 5y dt beliebige Stammfunktionen von

() _1 —
f(t) und g(r) sind. Die SL erfiillt fy Sy du= fto f(s)ds.
Methode 2. \ V(t) + a(t) - y(t) = 0. \
1. Bestimme eine beliebige Stammfunktion A(t) = [ a(t)dt
von a(t).

2. AL: y(t) = ce™A® fiir ¢ € R. SL: y(t) = ypeAlto)=AD),
Methode 3.

[y(0)+a()-y(0) = (o). |
1. Bestimme eine beliebige Stammfunktion A(t) = [ a(t)dt
von a(t).

2. AL: y(t) = e A0 . (c+ B(t)), wobei B(t) = [ eA®).f(t)dt
eine beliebige Stammfunktion von eA(®) . £(t) ist. SL: y(t) =

eA(t)—A(t) (y0+f eAls)—Altg) . f(S) dS).

Methode 4.
[y (5 +ay'(8) + by(e) = 0. |
Falls 2> > 4b:
1. Bestimme A1 = —3 + 4/ (g)2 —bund Xy = -2 -
3
(3)" b

2. AL: y(t) = cieMt + ceret.
Falls a2 = 4b:
1. Bestimme Ao = 73.
2. AL: y(t) = (c1 + cot)eot.
Falls a® < 4b:
1. Bestimme a = —2 und 8= /b — (2)%.
2. AL: y(t) = (c1 cos(Bt) + c2sin(Bt))e*t
Methode 5.

y'(t) +ay'(t) + by(t) = ant" + ...
1. Bestimme die AL yj,(t) von

+ait+ ao.

v (£) + ayh(t) + bya(t) = 0.

2. Stelle ein Polynom y,(t) = bt + ...
metern b, b1, ..., b, auf.

3. Setze y,(t), yp(t) und yy(t) in yj (t)+ay,(t)+byp(t) =
ein und bestimme bg, b1, ..., bn.

4. AL: y(t) = yn(t) + yp(1).

Methode 6.

y"(t) + ay'(t) + by(t) = (a1 cos(Bt) + a2 sin(Bt)).

1. Bestimme die AL y,(t) von y//(t) + ay; (t) + bys(t) = 0.

2. Stelle y,(t) = e*t(by cos(Bt) + bosin(Bt)) in Abhangigkeit
von by, by auf.

3. Setze (1), yp(£) und y2(2) in v2(2) + ayp(t) + bys(t) =
e*t(ay cos(Bt) + a» sm(ﬁt)) ein und bestimme by und by.

4. AL: y(t) = yn(t) + yp(2).

Lineare Systeme von Differentialgleichungen. y'(t) = Ay(t) fir

eine Matrix A, d.h.

+ bit + by mit Para-

p(t)

yi(t) = auyi(t)+...+ awya(t)
yr/y(t) = anyi(t) + ...+ anmyn(t)
1. Berechne die Eigenwerte A1, ..., Ax von A.
2. Berechne die zugehorigen Eigenvektoren vi, ..., vk. Fir alle
i=1,..., ksoll gelten: (A—Xil,)vi =0.
3. AL: y(t) = aeMtvi+ ...+ ceerkty, fiir o, ..., cx € R. Fiir

die SL Anfangsbedingungen in die AL einsetzen.
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